
I 

No. 149 

APPROCHE DE LA METHODE ADJOINTE ET 
APPLICATION A UN MODELE SIMPLE 

par 
Jacques Ambühl, Geneve 

Septembre 1988 
Methodes numeriques 518 
Previsions numeriques 551.509.313 

Arbeitsberichte der Schweizerischen Meteoroiogischen Anstait 
Rapports de travai) de i'institut Suisse de M^teoroiogie 
Rapporti di )avoro deti'istituto Svizzero di Meteoroiogia 
Working Reports of the Swiss Meteoroiogica! institute 

O SMA, Pubükationen, CH-8044 Zürich 



No. 149 

APPROCHE DE LA METHODE ADJOINTE ET 
APPLICATION A UN MODELE SIMPLE 

par 
Jacques Ambühl, Geneve 

Septembre 1988 
Methodes numeriques 518 
Previsions numeriques 551.509.313 

Resume 
L'etude de la methode dite du modele adjoint est l'objet du present 
travail. 11 comprend une approche theorique, inspiree par les publi­
cations mentionnees dans la bibliographie, et pratique, avec la 
construction d'un dispositif comprenant un mini modele barotrope, son 
adjoint et ün reseau simule d'observation. Quelques resultats de 
Simulation öbtenus ä Taide de ce dispositif sont presentes, 
accompagnes de reflexions relatives aux possibilites de developpment 
et d'application de lä methode adjointe. 



Zusammenfassung 
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist das Studium der Methode des 
sogenannten adjungierten Modells. Einerseits beinhaltet die Untersu­
chung eine theoretische, von den im Literaturverzeichnis aufgeführten 
Publikationen inspirierte Annäherung an das Problem. Andererseits wird 
das Problem praktisch angegangen durch den Aufbau einer Versuchsein­
richtung bestehend aus einem minimalen barotropen Modell, dessen 
adjungiertem Modell und einem simulierten Satz von Beobachtungen. Es 
werden einige mit Hilfe dieser Versuchseinrichtung erzielte Resultate 
vorgestellt. Dazu kommen Gedanken über die Möglichkeiten der Entwick­
lung und Anwendung der Methode des adjungierten Modells. 

Riassunto 
Lo scopo del presente lavoro e lo studio del cosiddetto "metodo del 
modello aggiunto". La ricerca comprende un approccio teorico, ispirato 
alle fonti bibliografiche menzionate, e una parte pratica realizzata 
con la costruzione di un dispositivo comprendente un mini modello 
barotropico, i l suo "modello aggiunto" e una rete di osservazioni si­
mulate. Vengono cosi presentati alcuni risultati delle simulazione 
ottenute con l'aiuto di questo dispositivo, accompagnate da conside-
razioni relative alla possibilitä di sviluppo e di applicazione del 
"metodo del modello aggiunto". 

Summary 
The study of the so-called "Adjoint model method" is the subject of 
this note. It comprises a theoretical approach, inspired by the publi­
cations mentioned in the lis t of references, and a practical part made 
up of a very simple barotropic model, its adjoint and a fictitious 
observing network. Some results obtained by this system are presented 
together with considerations about the possibilities of development 
and application of the method. 
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I n troduc t i o n . 

L'analyse est 1'Operation au cours de l a q u e l l e est elaboree, ä par­
t i r de donnees d'observation, l a c o n d i t i o n i n i t i a l e l i v r e e ä un mo­
dele de p r e v i s i o n numerique. Un bon nombre de methodes ont ete deve-
loppees ä c e t t e f i n : 
. moindres carres, ajustement optimal, 
. methodes s t a t i s t i q u e s , i n t e r p o l a t i o n optimale essentiellement, 
. methodes v a r i a t i o n n e l l e s . 

La m a j o r i t e de ces methodes releve, ä un niveau d'abstraction süf­
f i s a n t , d'un p r i n c i p e optimal l e plus souvent exprime sous forme 
v a r i a t i o n n e l l e . 
La methode a d j o i n t e est formulee dans l e cadre des theories du con­
tröle optimal et du c a l c u l v a r i a t i o n n e l . E l l e est spatio-temporelie, 
par 1'extension geographique du reseau d'observation d'une p a r t , 
gräce d'autre part äu f a i t que les observations sont integrees au 
cours d'un i n t e r v a l l e durant l e q u e l l e u r e v o l u t i o n est p r i s e en com­
pte . 

Jean Quiby, Chef de l a section de meteorologie numerique de l a D i v i ­
sion de l a recherche et des a p p l i c a t i o n s , m'a demande, en ete 19 86, 
de bien v o u l o i r e t u d i e r c e t t e methode nouvelle. 
Je l ' a i f a i t en basant essentiellement mon t r a v a i l sur 1'etude des 
p u b l i c a t i o n s de Messieurs Tallagrand et C o u r t i e r qui sont v e r i t a b l e -
ment, ä ma connaissance, les i n i t i a t e u r s de 1' a p p l i c a t i o n des tech­
niques a d j o i n t e s ä l'analyse meteorologique. Outre l a l e c t u r e des 
p u b l i c a t i o n s disponibles ä 1'epoque et considerant que l ' e x e r c i c e 
pratique personnel est l e m e i l l e u r moyen d'assimiler une matiere 
nouvelle, j ' a i developpe un mihi modele barotrope, son a d j o i n t et 
un reseau simule d'observation. 

L'ensemble de ce t r a v a i l , r e a l i s e dans un contexte relativement so-
l i t a i r e , est presente ci-apres. 
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I . Formulation du probleme. 

Considerons un modele numerique de p r e v i s i o n meteorologique repre­
sente par l ' e q u a t i o n aux derivees parthielles : 

f est un Operateur n o n - l i n e a i r e contenänt des p r o d u i t s , des d e r i ­
vees p a r t i e l l e s , eventuellement des i n t e g r a l e s s p a t i a l e s . 
Les f o n c t i o n s z sölutions de (1) sont d e f i n i e s sur un domaine d'In­
t e g r a t i o n ferme 0 c . Ces fonctions sont i n f i n i m e n t d i f f e r e n -
t i a b l e s ( du moins sur tout ouvert de Q ) et forment un espace 
v e c t o r i e l topologique, note H(ß), appele espace de H i l b e r t . Un 
c e r t a i n nombre de p r o p r i e t e s de ces espaces sont presentees au 
paragraphe I I . 
L ' i n t e g r a t i o n du modele numerique a l i e u a p a r t i r d'un i n s t a n t 
t ^ en l e q u e l une c o n d i t i o n i n i t i a l e z ( t p ) = Zg 6 H(Q) d o i t e t r e 
s p e c i f i e e . 
Tout l e probleme de l'analyse, en meteorologie, f e v i e n t ä cons­
t r u i r e z^. 
Le domaine f2 d ' i n t e g r a t i o n est l'image d'un domaine geographique 
0 dans l e q u e l chaque point est repere par ses coordonnees geogra­
phiques x et y et sur l e q u e l un champ meteorologique Z evolue en 
f o n c t i o n du temps selon l a l o i physique modelisee par l'equation 
( 1) . 
Exemple : 

0 peut e t r e un domaine geographique r e c t a n g u l a i r e de 5000 x 
2500 km. de cöte. 
Z l e g e o p o t e n t i e l 500 hpa. sur ce domaine. 
(1) l ' e quation de v o r t i c i t e . 

Considerons un d i s p o s i t i f de mesure ( technologique, non s p e c i f i e 
maintenant ) permettant d'evaluer " l ' e c a r t " a un i n s t a n t donne 
t s^tp entre l e champ prevu par l e modele ä cet i n s t a n t : z ( t ) , 
et l e champ Z ( t ) observe sur l e domaine geographique. Appelons 
m c e t t e f o n c t i o n de mesure. Non negative, e i l e est n u l l e s i et 
seulement s i les champs prevu et observe coincident ä l ' i n s t a n t 
t . 
Les methodes classiques d'analyse meteorologique ne font usage, 
pour c o n s t r u i r e l a c o n d i t i o n i n i t i a l e z^ , que des observations 
effectuees ä l ' i n s t a n t t . La methode a d j o i n t e prend en compte 
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l ' e v o l u t i o n dans l e temps du ehamp observe. Le domaine temporel 
durant lequel c e t t e evaluation est r e a l i s e e d o i t e t r e s p e c i f i e . 
Appelons l e T = [ tp , t ^ ] . La f o n c t i o n de mesure m peut al o r s 
e t r e e x p l i c i t e e : 

m : T x H(ß) ^ ^-

C ' ' ( t ) ) ' " ^ ( t ) ' t ) ^ 
A i n s i d e f i n i e , m est une f o n c t i o n composee i n c l u a n t 1'Observation 
ä l ' i n s t a n t t du champ Z et sa comparaison avec l e champ z ( t ) i n t e ­
gre par ( 1 ) . 
Introduisons finalement une f o n c t i o n optimale c a r a c t e r i s a n t l ' e c a r t 
( sp a t i o - temporel ) entre l e champ observe, t e l q u ' i l evolue 
sur le domaine 0, et l e champ calc u l e par l e modele numerique. 
Appelons J c e t t e f o n c t i o n : 

J : H(ß) R+ 
z,- —̂ J, . = ! m, ^_tdt 
0 (Zp) J ( z ^ , t ) 

Le probleme de l'analyse meteorologique s'exprime a l o r s comme s u i t : 

Determiner la c o n d i t i o n i n i t i a l e Zp t e i l e que 
la Solution correspondante l i v r e e par l e modele 

numerique (1) minimise J. 

Ce probleme entre dans l e cadre de l a t h e o r i e du contröle op t i m a l : 
. J est l a f o n c t i o n optimale. 
. Zp est l a v a r i a b l e de contröle. 

J z . ^—p = f ( z ) est l e Systeme dynamique dont l e fonctionnement d o i t j t — 
e t r e optimise. 

L'idee de l a methode consiste ä c a l c u l e r l e gradient de J par rap­
port ä Zp : Vg J(Zp) , et ä engager un processus d ' o p t i m i s a t i o n 
sans contraintes^minimisant l a valeur de J dans l a d i r e c t i o n d e f i ­
nie par l e gr a d i e n t . 
La valeur de z p pour l a q u e l l e J est minimum dans l a d i r e c t i o n du 
gradient est choi s i e comme nouvelle c o n d i t i o n i n i t i a l e . Un nouveau 
gradient ( une nouvelle d i r e c t i o n ) est a l o r s calculee et to u t 
l e processus est repete jusqu'ä ce que l a norme du gradient tombe 
au dessous d'un s e u i l f i x e . 
Le c a l c u l s'arrete a l o r s et l'on a determine z- s a t i s f a i s a n t : 
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min S m. t- \ 

ZQ est l a c o n d i t i o n i n i t i a l e pour l a q u e l l e l ' e c a r t entre l e champ 
observe Z et l e champ z in t e g r e par le modele numerique est mi n i ­
mum : 
. sur l e domaine d ' i n t e g r a t i o n Q c h o i s i . 
. dans 1 ' i n t e r v a l l e T i m p a r t i ä l'analyse. 
. pour l a f o n c t i o n d'observation et de comparaison m c h o i s i e . 
La f i g u r e 1 ci-dessous i l l u s t r e l e processus : 

J 

(a) 

nouveau gradient 

(z, 
gradient 

nouveau z, d i r e c t i o n determinee 
par l e gra d i e n t . 

f i g u r e 1. 
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I I . Espace de H i l b e r t . Gradient. Operateur A d j o i n t . 

H(Q) est un ensemble de fonc t i o n s d e f i n i e s sur 0 , ä valeur dans 
C, et dote d'une s t r u c t u r e d'espace v e c t o r i e l sur C. 
. H(Q) est dote d'un p r o d u i t s c a l a i r e : 

(u,v) = j u ^ v ^ d x V u , v e H ( ^ ) . 

. H(Q) est complet ( toute s u i t e de Cauchy converge ) pour l a norme 
lluii = /TuTul. 

. H( ̂  ) est separable ( i l c o n t i e n t un sous ensemble denömbräble 
partout dense ). On peut a l o r s c o n s t r u i r e une base h i l b e r t i e n n e 
denombrable (e^) t e i l e que, V u e H(f2) on a i t : 

oo 
u = / j e u,e . (4) ^ 1 n n n = l 

Trois p r o p r i e t e s des espaees de H i l b e r t seront u t i l i s e e s par l a 
s u i t e . H et G designent deux espaees de H i l b e r t : 

1. Soient : H muni du p r o d u i t s c a l a i r e ( , ), 
J : H — C une a p p l i c a t i o n s c a l a i r e d i f f e f e n t i a b l e , 
v 6 H, gv une V a r i a t i o n de v. 

Appelons <5 J l e premier ordre de l a V a r i a t i o n sur J i n d u i t e 
par <Sv. 11 e x i s t e un unique vecteur note ^ J € H, appele 
gradient de J en v, t e l que : 

<SJ = ( V , <S v) . ( 5 ) 

2. Soient : G muni du p r o d u i t s c a l a i r e < , ̂  , 
L : G e-H un Operateur L i n e a i r e continu, 
G et H les espaees duals de G et H ( espaees des 
formes l i n e a i r e s de G, respectivement H, sur € ). 

* * * 
11 e x i s t e un unique Operateur L : H——G , note Operateur a d j o i n t 
de L, t e l que V u e G, v e H, on a i t : 

(Lu,v) = <Lu,L*v> . (6) 

3. L'espace de H i l b e r t est isomorphe ä son dual. Dans l a s u i t e , 
sauf mention p a r t i c u l i e r e , on ne d i s t i n g u e r a pas 1'espace et 
son dual. 
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Remarque : 
Lorsque les espaees sont de dimensiön f i n i e , l es Operateurs sont 
des matrices. L'adjointe d'une matrice est sa transconjuguee s i 
le corps est C, sa transposee s i l e corps est )R. 

Supposons 1'Operateur L i n t r o d u i t en 2 d i f f e r e n t i a b l e et determi-
nons l e gradient de J par rapport ä u e G. 
Evaluons pour cela le premier ordre de l a p e r t u r b a t i o n g j i n d u i t e 
sur J par l a p e r t u r b a t i o n &u de u : 

or v = L(u) e t L est d i f f e r e n t i a b l e donc : <Sv - L'^u. 

<SJ = ( V ^ ^ ) J . L ' <Su) 

= < L ' * V ^ ^ J ^ u > 

= <V^' 
s o i t : V ^ J = L - * V ^ ^ ) J . (7) 

Cette c o n s t r u c t i o n sera developpee dans l a s u i t e de ce t r a v a i l . 
. L y jouera l e röle d'un modele de p r e v i s i o n numerique, 
. u c e l u i de l a c o n d i t i o n i n i t i a l e ( v a r i a b l e de contröle ), 
. J sera l a f o n c t i o n optimale. 
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I I I . Le modele d i s c r e t i s e . 

Le modele de p r e v i s i o n meteorologique, represente par l'equation 
aux derivees p a r t i e l l e s ( 1 ) , est rappele i c i : 

^ = f ( z ) ^ = z p H(^) 
1 d l 

z e er ( [tp, oo) ,H(o)). 
Le champ prevu en t o u t i n s t a n t t , S o l u t i o n de ( 1 ) , est un element 
z appartenant ä 1'espace H(ß) qui est de dimensiön i n f i n i e ^ 
Numeriquement, l e champ prevu z est approche par un champ z, ele­
ment d'un sous espace de dimensiön f i n i e N de H(ß) : 

V t e [tp,oo) : z ^ eH'(ß) c H(ß). 

H'(^) est engendre par une base h i l b e r t i e n n e de dimensiön f i n i e 
e ^ ( x , y ) , .. , e ^ ( x , y ) , .. e^(x,y) 

oü (x,y) sont les coordonnees d'un p o i n t de ß . 
Le choix de l a base h i l b e r t i e n n e depend de l a geometrie du domaine 
ß et de l a nature des Operateurs d i f f e r e n t i e l s intervenant dans 
f ( equation 1 ). 
On c o n s t r u i t a l o r s l e modele d i s c r e t i s e associe au modele de p r e v i ­
sion ( 1 ) . 11 est forme d'un ensemble f i n i de N equations d i f f e r e n -
t i e l l e s o r d i n a i r e s , non l i n e a i r e s en meteorologie : 

^ ( t p ) = 'o 
c = ( c^ . . . c^ ) e C^( [t p , oo ) ,C^) 

N N 
F : C — C est continüment d i f f e r e n t i a b l e . 

Ce Systeme d'equations d i f f e r e n t i e l l e s est e t a b l i en s a t i s f a i s a n t 
un p r i n c i p e v a r i a t i o n n e l garantissant l ' o p t i m a l i t e de 1'approxima­
t i o n z de z . 
Les f o n c t i o n s c^ . . c^ sont les composantes spectrales du modele 
numerique ( 8 ) . Leur e v o l u t i o n dans l e temps, donnee par 1'integra­
t i o n de ( 8 ) , permet de r e c o n s t r u i r e , ä l ' a i d e de l a base h i l b e r ­
tienne, 1 Revolution du champ prevu z sur l e domaine Q : 

^ N 
^ ( x , y , t ) = " i ( t ) ^ i ( x , y ) (9) 
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Une nouvelle f o n c t i o n de mesure operant ä p a r t i r des composantes 
spectrales de (8) est i n t r o d u i t e : 

N 
M, . . = m, — . . ( 10) ( C ( t ) ' ^ ^ ^ i ( t ) ^ i ( x , y ) ^ ) ' 

Applique au modele d i s c r e t i s e , l e probleme optimal formule ä l a 
page 3 devient a l o r s : 

M 
Determiner une c o n d i t i o n i n i t i a l e c^ e C t e i l e que 

de 
l a S o l u t i o n correspondante de = F(c) minimise : 

^ = SM, +.tdt. (CQ) ] ( c ^ ^ . t 

La r e s o l u t i o n de ce probleme r e q u i e r t l e c a l c u l du gradient de 
J par rapport a Cp . La methode suggeree ä l a f i n du paragraphe 
I I , expression ( 7 ) , va e t r e u t i l i s e e ä cet e f f e t . 
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IV. Le modele a d j o i n t . 

Le modele a d j o i n t est derive du modele d i s c r e t i s e (8) en f a i s a n t 
appel aux p r o p r i e t e s des Operateurs a d j o i n t s . 11 permet l e c a l c u l 
du gradien t ^ J. .. 

^0 
Considerons une p e r t u r b a t i o n 
du modele d i s c r e t i s e ( 8 ) . Soit <5c 
par 

dcp de l a c o n d i t i o n i n i t i a l e c p 
( t ) l a p e r t u r b a t i o n i n d u i t e 

(9c p et propagee par ( 8 ) . Au premier ordre, e i l e est donnee 
par de. 

ddc 
dt 

d 
dt 

5c 
F' 
c ( t ) 

F' 
e ( t ) 

Nj 

j ^ i 

de N 

ou 

7^ 
(11) 

( t ) 
est l a matrice jacobienne associee ä F et evaluee en 

( t ) ' t 6 , 00 ) 

Ce Systeme d'equations d i f f e r e n t i e l l e s , l i n e a i r e , s ' e c r i t : 

ddc 
"3t" F' 

c ( t ) t ) (12) 

On l e nomme Systeme l i n e a i r e tangent associe ä ( 8 ) . Sauf cas p a r t i ­
c u l i e r s , i l n'est pas i n t e g r a b l e analytiquement. On peut cependant 
touj o u r s c o n s t r u i r e , par i n t e g r a t i o n numerique, un Operateur l i n e ­
a i r e R, appele r e s o l v a n t , formellement d e f i n i par : 

R : [t , oo) 

f c(-r) 
( t , t - ) " 

t-6 T = [ t p , t j 

(13) 

e est l ' e x p o n e n t i e l l e etendue aux matrices : L 6 M^(C), 

L ,, ^ L.L L^ e = Ii + L + —=— + . . . + — r + . . 2 n! 
Le resolvant donne les sölutions de (12) : On a, ä l'instant t ^ t 

de ( t ) ^ ( t , t p ) ^ 0 

0 * 
(14) 
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Le resolva n t s a t i s f a i t les deux p r o p r i e t e s suivantes : 

i- R < i . j . t " ^ * ^-^-* "V4L ̂  f 4- 4- t \ * ^ ^ 4- 4- t 1 
( t , t ) d t ( t , t ' ) c ̂  ^ ( t , t ' ) 

preuve : i : immediate. i i : t ^ ( t t ' ) " * ^ t ^ 
) t - ^ c ( t r ) ^ 

, , d f 
4n[ F' ^ . d f e ^ = F' R,. .... ^ t j ^ , c( tr) c,^ ̂  ( t , t ' ) ( t ) 

Disposant de ( 1 4 ) , evaluons l a p e r t u r b a t i o n i n d u i t e ä l ' i n s t a n t 
t e T sur l a f o n c t i o n de mesure M (10) par l a p e r t u r b a t i o n i n i ­
t i a l e dcp . U t i l i s a n t ( 5 ) , on a : 

^ = ^ ĉ ^(c t r ^ " ( t i ̂  = 

= ' " ' ' . t . , ^,„",c,„.t). ^ . ' 
en u t i l i s a n t (14) et ( 6 ) . Le p r o d u i t s c a l a i r e ne change pas car 
1'espace ne change pas. Pour t o u t 1 ' i n t e r v a l l e T, l a p e r t u r b a t i o n 
i n d u i t e sur l a f o n c t i o n optimale J est : 

s o i t , en u t i l i s a n t ä nouveau (5) : 
( t ) ^ ( t ) 

^c^(c^) = i R^t,t, ) Vc "(c t) 0 ^ 0 ' ,̂ ^ ^ 0 ^ ^ ( t ) ( c ^ ^ , t ; 

11 se pose naturellement l a question de determiner 1'adjoint d'un 
resolvan t que l'on ne s a i t pas i n t e g r e r analytiquement. I n t r o d u i -
sons l e Systeme l i n e a i r e tangent a d j o i n t : 

d 0 c * . * 
— — - - F' 6c (16) ^ ' ( t ) 

* 
F' est l a transconjuguee de l a jacobienne F' evaluee en c,... 
" ( t ) " ( t ) ^ ' 

Remarquons que de * ap p a r t i e n t au dual de 1'espace de H i l b e r t , 
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ce q u i , etant donne la remarque 3 page 5 , ne nous importe pas. 
Un resolvant note S est associe a (16). 11 s a t i s f a i t les memes 
pr o p r i e t e s que R : 
' S ( t , t ' ) ^ M^(C) 

' ^ 0 = ^ d c * ^ (17) 

J * ' ^ ( t , t ) = ^ ' ^ t S ( ^ , ) = ' P c ^ S ( t , t ' ) (18) 

On suspecte que S s o i t 1'adjoint de R. Prouvons-le. S o i t c ( t ) l i v r e 
par 1 ' i n t e g r a t i o n de ( 8 ) . Placons-nous ä un i n s t a n t t e T et eva­
luons : 

dT< ^ ( t ) ' <^(t) ^ = 

= ^ &i! ̂ ( t r ^ * t ) ̂  ̂  ( ^ ( t r d§ ^ * t ) ^ 

= ^ ' c ^ ^ ( t ) ' ^ ( t ) ^ + ( ^ ( t ) ^ - ^ c ^ ^ ^ t ) ) 

= ( ^ c , , F ' * de* ) - ( d e , , F ' * de* . ) = 0 . 
( t ) c ̂  ( t ) ( t ) c ̂  ( t ) 

Oh a donc : ( d c ̂  ^ , d c ̂  ^ ) = este et par consequent, aux deux 
i n s t a n t s tp et t : 
tp : cste = ( dep, de* ) = ( dCp, ^ d c * ^ ) 

t : cste = ( d c ^ ^ , d c * ^ ) = ( R^ ^ ^ d c p . d c * ^ ) 

= ^ ^ 0 ' ^ ( t , t p ) ' ^ ( t ) )' 

A i n s i , R, . - = S, .. L'expression (15) prend un sens, en rem-
0' ^ 0 ' ^ 

placant R par S : 

Vc ^ ( c ) = j t ) Vc " t e t ) ^ ^ ' ^0 ,̂ ^ 0 ' ^ ^ ^ ( t ) ^ ^ ( t ) ' ^ 

Transformons l e Systeme l i n e a i r e a d j o i n t (16) en sor t e que (19) 
en s o i t une S o l u t i o n , pour une c o n d i t i o n i n i t i a l e de, . bien 
c h o i s i e . Ajoutons ä c e t t e f i n ä (16) un terme inhomogene forme 
du gradient de lä f o n c t i o n de mesure par rapport aux composantes 
spectrales du modele d i s c r e t i s e ( 8 ) , on forme de l a sorte l e 
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Systeme l i n e a i r e tangent a d j o i n t inhomogene : 

,<t = -F' dc,^, - M, ... (20) " ? t — c ^ ^ ( t ) V c ^ ( c ^ ) , t ) 

V e r i f i o n s que (19) est Solution du Systeme inhomogene (20) pour 
. *-

une c o n d i t i o n i n i t i a l e oc. , ä determiner. Prouvons tout d'abord 
( ; 

que : t 

est S o l u t i o n de (20) en u t i l i s a n t l e lemme suivant, donne sans 
preuve : 

N 
Soit f : R x R — C d i f f e r e n t i a b l e . On a : t 

üi- h t , , ) ^ = f(t,t) ^ ! ? t ' ( t , , ) ^ -

d * Evaluons de,,, dt ( t ) 

J (t,T) Vc^^ (c ^ ^ , r ) 
1 

1 
en appliquant l e lemme, 

f\.' s 
en u t i l i s a n t (18) 

- F' de,.. -V7 M, ... ^ ( t ) O V c ^ ) ( C ( ^ , t ) 

i * 
On o b t i e n t l a c o n d i t i o n i n i t i a l e o c ^ =̂ 0 en posant t = t ^ dans 
(21 ) . De plus, en posant t = t ^ dans l a meme equation et en se r e ­
fe r a n t ä (19 ) , on a demontre l e theoreme suivant : 
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i * 

est Solution en tp de 

= - ̂  ^ ' Vc "(c t) 
muni de l a c o n d i t i o n i n i t i a l e : 

<̂ )̂ = °-
Dans l e langage courant, ( 8 ) , le modele d i s c r e t i s e , est l e modele 
d i r e c t , (20) l e modele a d j o i n t . Remarquons que l e modele a d j o i n t 
est 1'adjoint du modele l i n e a i r e tangent associe au modele d i r e c t 
et q u ' i l n'est pas 1'adjoint du modele d i r e c t lui-meme. 

Le c a l c u l du gradient \7 J? s < r e a l i s e en deux etapes, est i l l u s -
Cp ^ Cp; 

t r e ä l a f i g u r e 2 : 

1. Le modele d i r e c t est i n t e g r e de tp ä t ä p a r t i r de l a condi­
t i o n i n i t i a l e Cp : 
. les composantes spectrales sont memorisees en chaque pas tempo­

r e l de 1 ' i n t e g r a t i o n . 
. on p r o f i t e de 1 ' i n t e g r a t i o n pour evaluer l a f o n c t i o n optimale 

J, , . u t i l i s e e plus t a r d dans l e processus d ' o p t i m i s a t i o n . 
^ Cp ̂  

2. Le modele a d j o i n t est i n t e g r e dans l e sens retrograde, de t ^ 
ä tp^ ä p a r t i r de l a c o n d i t i o n i n i t i a l e d c * t ^ ) = 0 : 
. les valeurs des composantes spectrales memorisees l o r s du c a l ­

c u l d i r e c t sont u t i l i s e e s pour determiner l e terme inhomogene 
et les eiements de l a matrice transconjuguee du modele a d j o i n t . 

. les observations effectuees t o u t au long de 1 ' i n t e r v a l l e T 
sont p r i s e s en compte en chaque i n s t a n t par l a f o n c t i o n de 
mesure M intervenant dans l e terme inhomogene de ( 2 0 ) . 



14 

modele d i r e c t (8) 

composantes 
spectrales 

modele a d j o i n t ( 20 ) 

f i g u r e 2. 

observations * 

Le modele d i r e c t de p r e v i s i o n ne s u b i t aucun forcage vers les obser­
v a t i o n s . 11 est i n t e g r e librement sur 1 ' i n t e r v a l l e i m p a r t i ä l'ana­
l y s e . Les observations meteorölögiques sont exclusivement p r i s e s 
en compte par l e modele a d j o i n t ä t r a v e r s l e terme inhomogene. 
Cette q u a l i t e fondamentale donne sa puissance et son elegance ä 
l a methode du modele a d j o i n t . E l l e nous permettra d ' u t i l i s e r des 
methodes d ' o p t i m i s a t i o n sans c o n t r a i n t e s l o r s q u ' i l s'agira de choi­
s i r une c o n d i t i o n i n i t i a l e ( v a r i a b l e de contröle ) minimisant l a 
f o n c t i o n optimale. 
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V. A p p l i c a t i o n : l'equation de v o r t i c i t e barotrope. 

Cette equation, derivee de l'equation d'Euler, d e c r i t l e t r a n s p o r t 
par l e f l u i d e atmospherique de sa propre v o r t i c i t e ä l a surface 
de l a planete en r o t a t i o n . E l l e s ' e c r i t : 

jV^P 2 
j ^ = J( V P + f < P ) : 
J est 1'Operateur j acobien 
P est l a f o n c t i o n de courant du f l u i d e 
f = 2ß^ s i n ( A ) est l e parametre de C o r i o l i s , ß^ l a 
v i t e s s e angulaire de l a t e r r e , A l a l a t i t u d e . 

2 
V P est l a v o r t i c i t e absolue du f l u i d e , f represente l a v o r t i c i t e 

—2 
i n d u i t e par l a r o t a t i o n de l a t e r r e et V P + f est l a v o r t i c i t e 
t o t a l e du f l u i d e . 
Rapportee au " plan ß " tangent ä l a sphere en un p o i n t s i t u e ä 
l a l a t i t u d e ^ , l'equation de v o r t i c i t e s ' e c r i t , dans l e Systeme 
l o c a l de coordonnees ( x ^ y ) ^ et en tenant compte des constantes phy­
siques : 

+ ^ r ^ ^ L . j ^ ^ E L ] +gJ^f . o (22) &t f j x ^ y O x j x ^ ^Ox 

g est 1'acceleration de lä pesanteur. 
= - y ^ = R ^ 2 ß^ cos(A)f R est l e rayon t e r r e s t r e . 

La f i g u r e 3 exhibe c e t t e c o n s t r u c t i o n . L'equation ( 2 2 ) , aux derivees 
p a r t i e l l e s et non l i n e a i r e , correspond ä l'equation (1) des pages 
2 et 7 . Le domaine ß d ' i n t e g r a t i o n est simplement l e rec-
tangle de coordonnees [0..L^,0..Ly] hachure sur l a f i g u r e 3. 
La s u i t e du present paragraphe est consacree ä l a c o n s t r u c t i o n süc-
cessive, ä p a r t i r de (22), des t r o i s systemes d'equations d i f f e r e n ­
t i e l l e s suivants : 
1. l e modele d i s c r e t i s e , correspondant ä l'equation ( 8 ) . 
2. l e modele l i n e a i r e tangent, correspondant ä l'equation (12). 
3. l e modele l i n e a i r e tangent a d j o i n t , correspondant ä l'equation 

( 1 6 ) . 
1. La d i s c r e t i s a t i o n passe par l e choix d'une base h i l b e r t i e n n e 
dependant des Operateurs d i f f e r e n t i e l s f i g u r a n t dans (22) et de 
l a geometrie de ß. Dans notre cas, les eiements de c e t t e base 
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oue s t 

nord 

est 

le 

sud 

l a t i t u d e A 

plan ̂? 

f i g u r e 3 

sont les f o n c t i o n s propres du l a p l a c i e n V c a l c u l e sur l e rectangle 
hachure, s o i t des fo n c t i o n s de l a forme : 

i(mkx+nly) 
e < ou k = YJ" ' 1 = ^—, . m, n € 3 

x y 
xe [ 0 , L ^ ] , ye [0,L ] i = / I i 

x y 

U t i l i s a n t l e repere n a t u r e l tangent [ l , j , k ] ( f i g u r e 3 ), formpns 
les Schemas d'indices et de coordonnees : 

I = mki + n l j + Ok 
R = x i + y j + Ok (24 ) 

Exprimee dans l a base (23) ä l' a i d e des Schemas (24), l a f o n c t i o n 
de courant s ' e c r i t : 

( x , y , t ) = I ( t ) ^ 
i l .R (25) 

L'equation barotrope devient, en appliquant les Conventions usuelles 
du c a l c u l v e c t o r i e l : 
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i l .R 
dt ' ^ - " i I x ^ 4- 1̂ Hx ^ ^ 

^ ( k . H A l ) d . I ) c.Cn e ^ ^ ^ ^ ' ^ = 0 (26) 

H est un Schema d'indices du meme type que I et I j ^ = mk. 
Une base h i l b e r t i e n n e de dimensiön f i n i e est obtenue en tronquant 
les Schemas d'indices : m, n € JC^ = f-M ... +M] pour M € M f i x e . 
La f o n c t i o n de courant engendree par l a base f i n i e n'est pas egale 
ä l a f o n c t i o n de courant donnee par (25). E l l e s d i f f e r e n t d'une 
qu a n t i t e 6„ donnee par l a version tronquee de l'equation (26) : 

^ , . T.t ^ 1 i l . R ^ i l . R 

^ r _ , ^ < K . H M ) ( I . I ) c ^ , e ^ I ^ ! - ^ . ^ ,27, 

La d i s c r e t i s a t i o n est optimale lorsque l a d i f f e r e n c e 6^. est ortho­
gonale au sous-espace engendre -par l a base f i n i e , s o i t , lorsque pour 

i P R 
t o u t element e * de c e t t e base, on s a t i s f a i t : 

( € ^ ,e^^*^) = e'^^'^e^ dx dy = 0 . (28) <<̂L ** <ytL 

L'expression de c e t t e c o n d i t i o n conduit ä l'equation barotrope d i s -
c r e t i s e e donnee par un Systeme autonome d'equations d i f f e r e n t i e l l e s 
o r d i n a i r e s non l i n e a i r e s : 

+ c + 3 } " k (HAI) d-").(I-H) 
+ ( i . i ) " i f 4—32* ̂  ^ ^ i n dV + (Y7i7 ^i ^ 2 - ^ ^ ^ - — Ĥ 1̂-H = o 

I E , * ? ^ ) 

Ce Systeme est 1'exact correspondant de l'equation (8) i n t r o d u i t e 
au paragraphe I I I . 
Les c o e f f i c i e n t s spectraux ĉ . sont complexes conjugues : ĉ . = c* 
Gräce ä c e t t e p r o p r i e t e , l a f o n c t i o n de courant %* , r e c o n s t r u i t e 
sür l a base h i l b e r t i e n n e f i n i e , est r e e l l e . 
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2. Abordons l e c a l c u l du modele tangent. Introduisons les termes 

=- ^ et = - 3 k.(H^I) ̂  I-Hj.d-H) ̂  ^ modele tangent 

est d e f i n i par : 

J T ^ - L A^c^ * ^ c ^ ^ ) de,. (30) 

11 v i e n t 

dt 1.1 I 

+ ^- Z I k.(HAI) ^1-^1-1 c^_^ dc^ (31) 

C'est l'equation l i n e a i r e tangente (12) annoncee ä l a page 9 

3. L'equation l i n e a i r e tangente a d j o i n t e , obtenue ä p a r t i r de (31) 
en c a l c u l a n t l a transconjuguee de l a matrice jacobienne d e f i n i e par 
l e second membre de (3 1 ) , est : 

3- ^ k.^A^. 2H.I-H.H ^ 
(32) 

f ^ r - H l H " 'l-H 

Ce Systeme, correspondant ä l'equation (16) de l a page 10 , est 
l e modele a d j o i n t . 

Choisissons l e nombre de composantes spectrales i n t r o d u i t e s dans 
les sytemes d i r e c t (29) et a d j o i n t (32) en f i x a n t l e nombre M d e f i n i 
ä l a page 17 . Le but du present t r a v a i l etant simplement d'aeque-
r i r une c e r t a i n e f a m i l i a r i t e avec l ' o b j e t de 1'etude, posons M = 
1. Le modele barotrope s p e c t r a l de bas ordre a i n s i forme est l e plus 
simple q u i puisse e t r e e c r i t sans e t r e t r i v i a l . 
Les composantes spectrales peuvent 6 t r e enumerees en f o n c t i o n des 
ind i c e s m et n : 
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m 

-1 
-1 
-1 
0 

n 

-1 
0 

+ 1 
-1 

composante 
spe c t r a l e 

"-1-1 
^-1 0 
'-1 + 1 

nouvelle 
n o t a t i o n 

c. 

0-1 

0 
+ 1 
+ 1 
+ 1 

+ 1 
-1 
0 

4-1 

O + i 
+ 1-1 
+ 1 0 
'+1 + 1 

A i n s i qu' annonce ä la page 17 < les composantes spectrales sont 
complexes conjuguees : c^ = Cg, c^ = c^, c^ = c^, c^ = c^. 
11 est possible dans ces conditions d ' e c r i r e e x p l i c i t e m e n t les mo­
deles d i r e c t et a d j o i n t . Seuls l e domaine ß d ' i n t e g r a t i o n et quel­
ques constantes physiques doivent §tre f i x e s : Choisissons = 5000 
km, L 
nombres d'onde k et 1 sont normalises ä k = 1 et 1 = 2. Le modele 
d i r e c t , equation (29) devient : 

= 2500 km. Introduisons une constante L = 2 / r / L^ , les 

dc^ 
d t " 

^ 2 
dt 
dc^ 
d t " 
de. 4 
dt 
dCc 

5 
dt 
^ 6 
dt 
dCy 

dt 

d t 

+ i -^ L -

+ l 

-4 
- i ^ L 

-4^ 

- i 

- i 

- i 

1,2 ^ L ^ c^c, 

2,0-3-1,2 ( c ^ c ^ 

+ 1,2 ^ L ' c^c, 

2,0 ^ L ' (c^c^ 

2,0 ( c ^ 

+ 1,2 

- 2,0 

9 r 2 
f L c ^ 
g T 2 , 

1,2 -S-L2 c^c^ 

^3^4^ 

c^c^) 

^5^6^ 

(33) 
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Le Systeme tangent a d j o i n t homogene correspondant aux equations (16) 
et (32) est : 

ddc 
dt 
ddc. 
dt 

dd( 
in" 
dd< 
dt 

dd( 
dt" 

ddc^ 
*dtT* 
ddc! 
*drT" 

ddc^ 

+ l ̂ - L dc^ 

-1 * 
+ i ̂  L de-

+ l -L- L OC-, 3 J 

2,0 -̂ L^ ( c , de* 

l L oc^ 

i L ^ de 

r-1 A * 

2,0 §-L^ 

1,2 ̂ -L^ 

2,0 §-

2,0 L^ 

l,2-§-

(c^ dc^ 

^ 2 ^ 5 

( c ̂  d e ̂ 

(c^ de 

2, 0 -R- L ̂ ( e . d ̂  

1,2-9 L' <°2 ^ 8 

2,0 L^ (c- de* f 7 4 

2,0 L^ ( c . de f 

f 1,2 L^ ( c , de 
6 

'4 

2,0 L^ ( c . de 

62 ^ c * 

' l ^ 5 

'4 '3 

'5 ^ 2 

'6 ^ 2 

'2 ^ 6 

'3 ^ 7 

'4 ^ 7 

Cg de* 

'5 ^ 6 

'7 ^ 5 

Une bonne pa r t du chemin conduisant ä l'equation (20) du Systeme 
l i n e a i r e tangent a d j o i n t inhomogene est parcourue. 11 ne reste qu'ä 
i n t r o d u i r e 1'action des donnees d'observation sur l e Systeme a d j o i n t 
en l u i a j o u t a n t un terme inhomogene de "forcage". 
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V I . La p r i s e en compte des observations. 

Le terme inhomogene; independant du modele a d j o i n t , depend du dispo­
s i t i f d'Observation mis en oeuvre. Le modele barotrope ayant pour 
v a r i a b l e un champ g e o p o t e n t i e l , supposons disposer d'un reseau de 
s t a t i o n s d'observation du ge o p o t e n t i e l forme de N = 100 s t a t i o n s 
aleatoirement d i s t r i b u e e s sur l e domaine ß ( f i g u r e 4 ). 

o o 

a a 

+ cd 
o 

+ + 

o 
o o o 
o 

o 
o 

a.a 
a.a 

o 
o o 
o 

i . a 

o ö 

z. a 
Stättorn d ^ o b ^ e r v a t f o n . N - 100. 

+ + + 
4. a s.a 

f i g u r e 4. 

Soient (x_.,y_.), j = 1...N, les coordonnees de chaque S t a t i o n . 
Appelons : 

. Oj ̂  ^ l e champ observe ä l a S t a t i o n numero j ä l' i n s t a n t t . 

. <p, . . l e champ prevu par l e modele d i r e c t ä 1'endroit de co-MXj,y_j,t) ^ ^ 
ordonnees (x.,y.) ä l ' i n s t a n t t . On a : 

y _ .il.R. 
y , . t : ' ^ , t , J <M< 

R. = x . i + y . j + Ok j = 1...N 
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Une f o n c t i o n de mesure, equation (10)^ peut a l o r s e t r e i n t r o d u i t e 
l a premiere venant ä l ' e s p r i t , l a plus simple, est : 

M t ' t t r n 
N 

j = l (x_.,y_.,t) - °j(t)) (36 

Choisie dans l e cadre du present t r a v a i l , e i l e mesure l a distance 
e u c l i d i e n n e separant les champs observe et prevu, t e l s q u ' i l s sont 
percus par l e reseau d'observation. 
Abordons l e c a l c u l du gradient, en evaluant t o u t d'abord sa K eme 
composante : 

K 
N 

^ / ^ ' l ( t ) K j = l I 
N 

i l . R . ^ ,2 

Le terme inhomogene de l'equation (20) s'exprime : 

Vc,..M = ( t ) ( c ̂  ,̂ t ) 

i l . R . 
e i (37) 

Le modele l i n e a i r e tangent a d j o i n t inhomogene est totalement speci­
f i e . E crivons-le une f o i s en e n t i e r : 
. sous forme generale : 

^ - = - F'* de* Vc^pc^^.t) (20) 

t e l q u ' i l est r e a l i s e pour l'equation barotrope (29}, l a f o n c t i o n 
de mesure (36) et l e reseau d'observation i n t r o d u i t : 

( page suivante ) 
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a 4c* 

N < X" . i o Y" r / r ô -̂ '̂ n n ^ i l . R . - 2 ^_ ( ^ c^^^ e 3 - 0 . ( ^ ) e j . 
i - 1 i ^ i 

Ce Systeme d'equations d i f f e r e n t i e l l e s inhomogenem e s t , rappelons-
l e , i n t e g r e dans l e sens retrograde, de t ^ ä tg , sur 1 ' i n t e r v a l l e 
t p , t ^ i m p a r t i ä l'analyse. Sa S o l u t i o n en t ^ , d c ^ ,̂ est egale 

au gradient de l a f o n c t i o n optimale : 

par rapport ä l a c o n d i t i o n i n i t i a l e c,. . du modele d i r e c t : 

^c* , = \/ J, , (40) 
^ 0 ^ ( ^ ) ^ ( t Q ^ ' 
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VI I . Opt imisa t i o n . 

RappeIons l e probleme optimal formule ä l a page 8 en tenant compte 
des eiements i n t r o d u i t s aux paragraphes V et VI : 

Determiner l a c o n d i t i o n i n i t i a l e c, i ^ C t e i l e que 
l a S o l u t i o n correspondante de (29) minimise (39). 

11 f a u t donc determiner : 

m i n J, . . i 
^ (c ) t e l que 

J e et 

c. . (c. . ) est connu, 

A i n s i formule, l e probleme est sans c o n t r a i n t e s . C e l l e s - c i sont im-
p l i c i t e m e n t p r i s e s en compte l o r s du c a l c u l du gradient de l a fonc­
t i o n optimale. 
Diverses methodes peuvent e t r e envisagees. E l l e s sont toutes i t e r a -
t i v e s et c o n s i s t e n t ä transformer l e probleme dans C en une s u i t e 
de problemes d ' o p t i m i s a t i o n ä une dimensiön. Citons, sans e t r e ex-
h a u s t i f , les methodes de plus grande pente, de Newton, des d i r e c ­
t i o n s conjuguees, des gradients conjugues. 
La methode c h o i s i e dans l e cadre du present t r a v a i l , l a plus simple, 
est c e l l e de l a plus grande pente. I t e r a t i v e , e i l e consiste ä cons­
t r u i r e une s u i t e de conditions i n i t i a l e s c^p^ ... c^p^ ... minimi-
sant l a f o n c t i o n optimale dans les d i r e c t i o n s d e f i n i e s par les gra­
d i e n t s successifs. 
S i m p l i f i o n s t o u t d'abord les n o t a t i o n s en posant c^ = ĉ *. . et 

0 
m t r o d u i s o n s une constante € > 0. 

Le pas i n i t i a l de l ' o p t i m i s a t i o n r e v i e n t ä f i x e r Cp a r b i t r a i r e m e n t . 

Le pas d ' I t e r a t i o n numero i est a l o r s l e suivant : 

. Cp ^ etant donnee, on c a l c u l e : 

. J, i - 1 . en i n t e g r a n t l e modele d i r e c t , 
^ 0 ' 
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V i - i j , . i - i (Cp ) en i n t e g r a n t l e modele a d j o i n t 

L ' i t e r a t i o n est arretee lorsque : 
U i - 1 J, i - 1 ^ Vc- (Cp ) 0 

La c o n d i t i o n i n i t i a l e l i v r e e par l a methode a d j o i n t e 
d'analyse est a l o r s : 

i - 1 
^ ( t 
S i 

0 0 

Vc^'^ ^(c ̂ ^) 'o ^ 0 ^ g , on c o n s t r u i t l a f o n c t i o n 

R 
s (s) ds ^ ( c ^ - s U i - 1 J i - 1 ) u Cp ^ Cp ; 

(41 ) 

et l'on determine s t e l que q, i , = 0 . On pöse al o r s : 
^ ^ ( s ) 

0 
i - 1 
'0 - s V i - 1 J, i - 1 

VC - ( C -(op n 

Fin de l ' i t e r a t i o n . 
Fin de l ' a l g o r i t h m e . 

(42 

On a simplement c h o i s i c 
0 0 0 dans l e present t r a v a i l . Bans un 

cadre o p e r a t i o n n e l , ĉ  d e v r a i t e t r e l e " f i r s t guess" l i v r e par 
une execution a n t e r i e u r e du modele de p r e v i s i o n . 

Le c a l c u l du zero de g est lab o r i e u x . Effectue i c i ä l ' a i d e d'un 
algorithme de Newton, i l r e q u i e r t que l a derivee seconde de J 
par rapport ä s ne s o i t pas n u l l e . Cette p r o p r i e t e , s a t i s f a i t e 
pour un modele barotrope lorsque l a f o n c t i o n de mesure (36) est 
convexe, g a r a n t i t l ' u n i c i t e du minimum de l a f o n c t i o n optimale 
( 3 9 ) . E l l e g a r a n t i t donc egalement l ' u n i c i t e de l a c o n d i t i o n 
i n i t i a l e s a t i s f a i s a n t l e probleme op t i m a l . 
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V I I I Simulation. 

L'ensemble du d i s p o s i t i f presente aux paragraphes V, VI et V I I a 
ete programme sur un ordinateur HP-9816 ä f i n d'experimentation. 
Le modele barotrope u t i l i s e est represente par l e Systeme d'equa­
t i o n s d i f f e r e n t i e l l e s (33) i n t e g r e sur l e domaine O du plan^? exhibe 
ä l a f i g u r e 3. La l a t i t u d e est de 45° N, les dimensions L^ = 5000 
km. et Ly = 2500 km. Le modele a d j o i n t est l e Systeme (34) augmente 
du terme inhomogene (37). 11 opere ä p a r t i r du reseau d'observation 
presente ä l a f i g u r e 4. L'optim i s a t i o n est r e a l i s e e par l a methode 
de l a plus grande pente, equations (41) et ( 4 2 ) . 
Les "observations", elaborees en f a i s a n t tourner de maniere indepen­
dante l e modele d i r e c t de zero ä +20 h. ä p a r t i r d'une c o n d i t i o n 
i n i t i a l e a r b i t r a i r e , sont les valeurs du geop o t e n t i e l a i n s i calcu­
lees en chaque S t a t i o n , ä raison d'une valeur par heure de +12 h. 
ä +20 h. 
Le diagramme de l a f i g u r e 5 i l l u s t r e l a decroissance de l a f o n c t i o n 
optimale (39) obtenue en e f f e c t u a n t une analyse a d j o i n t e durant 
1 ' i n t e r v a l l e +12 h. +20 h. ä p a r t i r des "observations" creees au 
cours de l a Simulation ci-dessus. 

2 10 

10 

10' 

(Cp) 

f i g u r e 5 

i t e r a t i o n 
numero i . 
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La f i g u r e 6 exhibe i e champ elabore ä +12 h. par l a Simulation, ex­
prime en metres geopotentiels r e l a t i f s ä l ' a l t i t u d e moyenne 5500 
m. Ce champ est l a c o n d i t i o n i n i t i a l e vers l a q u e l l e d o i t tendre l e 
Processus d'analyse a d j o i n t e . Les quatre cartes de l a f i g u r e 7 sont 
les c o n ditions i n i t i a l e s successivement elaborees aux pas d ' i t e r a -
t i o n 1, 3, 5 et 7. Les valeurs de l a f o n c t i o n optimale, notees dans 
chaque cartouche, correspondent aux barres v e r t i c a l e s de l a f i g u r e 
5. La convergence vers l a f i g u r e 6 est evidente. 

t . e 

63 a.a 
a. a 

Re f e r e nc e 
'. % ^ 0 0 . 00 

f i g u r e 6. 
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1' 
: .a 3 Z 4. a 

i n t < t t a ) n o 1 
z a 

t 6 0 t 6 . 2 6 

Z.96 t . a 4. a s. a 
t 1 t i a l n o 3 a?63 t . 08 

f i g u r e 7.a. 
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a. a 

aan 

^ i . a$ *. a i n t 1 t i a 1 no5 5 3 9.9 7 

a. e 

t . a 

6" 

a. a 4 ^ . 
a.a t . a 3. a 4. a s.a i r t t i t i n ] no? 54 . 3 4 

f i g u r e 7.b. 
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La convergence de l a r e l a x a t i o n depend fortement du nombre de sta­
t i o n s d'observation d i s p o n i b l e s . Toutes choses etant egales par a i l ­
l e u r s , t r o i s autres simulations ont ete r e a l i s e e s avec N = 75, 50 
et 25 s t a t i o n s . Une f o n c t i o n optimale normalisee 3* = N -̂ J, mesu­
rant l ' e c a r t moyen par St a t i o n separant l e champ observe du champ 
elabore par l a methode a d j o i n t e , a ete i n t r o d u i t e . La f i g u r e 8 i l ­
l u s t r e l es r e s u l t a t s öbtenus. Les h u i t premieres i t e r a t i o n s de l a 
f o n c t i o n optimale normalisee y sont representees pour 100, 75, 50 
et 25 s t a t i o n s . 

N = 25 

N = 100 

I t e 
r a t i o n s N s t a t i o n s 

f i g u r e 8. 
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IX. Perspectives - Conclusion. 

La methode a d j o i n t e n'a pas encore q u i t t e l e domaine experimental. 
De nombreuses questions demeurent sans reponse, t a n t au plan theo­
rique que p r a t i q u e , et l a i s s e n t ouvertes toute une s e r i e de perspec­
t i v e s . 
L'evolution des techniques d'observation meteorologique est t e i l e 
que l e volume des donnees asynoptiques d i s p o n i b l e s c r o i t constamment 
avec, notamment, 1 ' i n t e g r a t i o n d'informations provenant des s a t e l ­
l i t e s , des radars, des reseaux automatiques. La methode a d j o i n t e , 
s patio-temporelle, est parfaitement adaptee ä 1 ' a s s i m i l a t i o n massive 
de t e l l e s donnees. Le terme inhomogene de forcage peut e t r e develop-
pe en sorte d ' e t a b l i r une ponderation entre les diverses sources 
d'information d i s p o n i b l e s , tenant compte par exemple du caractere 
lacunaire ou i n t e r m i t t e n t de certaines d'entre e l l e s . 
Les modeles a d a p t a t i f s sont egalement concernes. La f o n c t i o n o p t i ­
male est a l o r s concue en sorte de mesurer l ' e c a r t separant l a p r e v i ­
sion du modele englobant de c e l l e du modele englobe. Le terme i n ­
homogene est e t a b l i en consequence. Un d i s p o s i t i f mixte, i n c l u a n t 
simultanement l e mode a d a p t a t i f et un processus classique d'acquisi­
t i o n de donnees d'observation est t o u t ä f a i t p l a u s i b l e . 
Dans tou t l e present t r a v a i l , l e gradient de l a f o n c t i o n optimale 
ä ete c a l c u l e par rapport ä l a c o n d i t i o n i n i t i a l e l i v r e e au modele 
d i r e c t . 11 est parfaitement l o i s i b l e de determiner l e gradient d'une 
f o n c t i o n optimale, habilement c h o i s i e , par rapport ä n'importe quel 
parametre i n t e r n e du modele d i r e c t . A i n s i u t i l i s e e , l a technique ad­
j o i n t e est une methode de d i a g n o s t i c pouvant e t r e mise en oeuvre 
pour discerner les p r o p r i e t e s specifiques du modele d i r e c t , t a n t 
en phase de developpement qu'au cours de l a r o u t i n e o p e r a t i o n n e l l e . 
Le processus d ' o p t i m i s a t i o n c h o i s i dans l e present t r a v a i l , des plus 
simples, est egalement l'un des moins e f f i c a c e s . Des v i t e s s e s de 
convergence bien superieures peuvent e t r e a t t e i n t e s ä l ' a i d e de l'un 
des autres algorithmes suggeres au paragraphe V I I . Ceux-ci requie-
rent cependant des c a l c u l s numeriques dont l e volume peut e t r e t o t a -
1ement inabordable. 
Plus grave encore, l e modele barotrope est c o n s e r v a t i f , s o i t rever­
s i b l e . Cette p r o p r i e t e est necessaire ä l ' u n i c i t e du minimum de l a 
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f o n c t i o n optimale. Un modele plus elabore, dans le q u e l i n t e r v i e n -
d r a i e n t des processus i r r e v e r s i b l e s , s e r a i t t e l que l a f o n c t i o n 
optimale p o u r r a i t posseder p l u s i e u r s minimas locaux. Bans de t e l l e s 
circonstances, un processus d' o p t i m i s a t i o n sans c o n t r a i n t e s ne 
s e r a i t plus ä m§me de determiner un minimum absolu de l a f o n c t i o n 
optimale, n i non plus une c o n d i t i o n i n i t i a l e optimale. 
Foin de pessimisme. Les ordinateurs ä v e n i r , dotes d ' a r c h i t e c t u r e s 
massivement p a r a l l e l e s , seront mieux ä meme d'aborder des problemes 
numeriques p o r t a n t sur de vastes ensembles de donnees. Bes methodes 
d' o p t i m i s a t i o n susceptibles de prendre en compte 1*existence de 
m u l t i p l e s minimas locaux sont en voie de developpement. E n f i n , 
une f o r m u l a t i o n plus e f f i c a c e du probleme a d j o i n t n'est pas exclue. 

La methode a d j o i n t e est basee sur des fondements mathematiques i r r e -
prochables. D i f f i c i l e , e i l e r e q u i e r t de l a p a r t des equipes engagees 
en recherche et developpement des competences elevees et un impor­
tan t volume de t r a v a i l . 

L 'evolution des techniques t a n t informatiques que numeriques l a i s s e 
augurer de l a mise en oeuvre d' a p p l i c a t i o n s o p e r a t i o n n e l l e s au cours 
de l a prochaine decennie. 

Cette perspective est dans une cert a i n e mesure imposee par l ' e x p l o -
sion du volume des donnees d'observation, explosion que les t e c h n i ­
ques classiques d'analyse meteorologique ne sont pas ä meme d'absor-
ber. 
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X. B i b l i o g r a p h i e . 

La p e t i t e b i b l i o g r a p h i e presentee ci-dessous, incomplete, ne men­
tionne que les p u b l i c a t i o n s sur les q u e l l e s j e me suis base et omet 
donc des p u b l i c a t i o n s plus recentes r e l a t i v e s au meme s u j e t . 
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