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Résumé

L'é&tude de 1a méthode dite du modéle adjoint est 1'objet du présent
travail. I1 comprend une approche théorique, inspirée par les publi-
cations mentionnées dans ta bibliographie, et pratique, avec la
construction d'un dispositif comprenant un mini modéle barotrope, son
adjoint et un réseau simulé d'observation. Quelques résultats de
simulation obtenus a 1'aide de ce dispositif sont présentés,
accompagnés de réflexions relatives aux possibilités de développment
et d'application de 1a méthode adjointe.



Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist das Studium der Methode des
sogenannten adjungierten Modells. Einerseits beinhaltet die Untersu-
chung eine theoretische, von den im Literaturverzeichnis aufgefiihrten
Publikationen inspirierte Anndherung an das Problem. Andererseits wird
das Problem praktisch angegangen durch den Aufbau einer Versuchsein-
richtung bestehend aus einem minimalen barotropen Modell, dessen
adjungiertem Modell und einem simulierten Satz von Beobachtungen. Es
werden einige mit Hilfe dieser Versuchseinrichtung erzielte Resultate
vorgestellt. Dazu kommen Gedanken liber die Moglichkeiten der Entwick-
lung und Anwendung der Methode des adjungierten Modells.

Riassunto

Lo scopo del presente lavoro & 1o studio del cosiddetto "metodo del
modello aggiunto". La ricerca comprende un approccio teorico, ispirato
alle fonti bibliografiche menzionate, e una parte pratica realizzata
con la costruzione di un dispositivo comprendente un mini modello

. barotropico, i1 suo "modello aggiunto" e una rete di osservazioni si-
mulate. Vengono cosi presentati alcuni risultati delle simulazione
ottenute con 1'aiuto di questo dispositivo, accompagnate da conside-
razioni relative alla possibilita di sviluppo e di applicazione del
"metodo del modello aggiunto".

Summary

The study of the so-called "Adjoint model method" is the subject of
this note. It comprises a theoretical approach, inspired by the publi-
cations mentioned in the list of references, and a practical part made
up of a very simple barotropic model, its adjoint and a fictitious
observing network. Some results obtained by this system are presented
together with considerations about the poss1b1]1t1es of development
and application of the method.



Table des matiéres

Introduction

11

I11

IV

Vi

VII

VIII

IX

Formulation du probléme

Espace de Hilbert. Gradient.
Opérateur Adjoint

Le modéle discrétisé
Le modéle adjoint

Application:
1'équation de vorticité barotrope

La prise en compte des observations
Optimisation

Simulation

Perspectives - Conclusion

Bibliographie

15
21
24
26
31

33



Introduction.

L'analyse est l'opération au cours de laquelle est élaborée, & par-
tir de données d'observation, la condition initiale livrée & un mo-
déle de prévision numérique. Un bon nombre de méthodes ont été déve-
loppées & cette fin

. moindres carreés, ajuétement optimal,

. méthodes statistigues, interpolation optimale essentiellement,

méthodes variationnelles.

La majorité de ces méthodes reléve, & un niveau d'abstraction suf-
fisant, d'un principe optimal le plus souvent exprimé sous forme

variationnelle.

La méthode adjointe est formulée dans le cadre des théories du con-
tré6le optimal et du calcul variationnel. Elle est spatio-temporelle,
par l'extension géographigue du réseau d'observatioen d‘'une part,
grdce d'autre part au fait que les observations sont intégrées au
cours d'un intervalle durant lequel leur évolution est prise en com-

pte.

Jean Quiby, Chef de la section de météorologie numérique de la Divi-
sion de la recherche et des applications, m'a demandé, en été 1986,
de bien vouloir étudier cette méthode nouvelle. ,

Je 1'ai fait en basant essentiellément mon travail sur l'étude des
publications de Messieurs Tallagrand et Courtier qui sont véritable-
ment, & ma connaissance, les initiateurs de l'application des tech-
niques adjointes & l'analyse météorologique. Outre la lecture des
publications diéponibles a4 l'époque et considérant gque l'exercice
pratique personnel est le meilleur moyen d'assimiler une matiére
nouvelle, j'ai développé un mini modéle barotrope, son adjoint et

un réseau simulé d'observation.

L'ensemble de ce travail, réalisé dans un contexte relativement so-

litaire, est présenté ci-apreés.



I. Formulation du probléme.

Considérons un modéle numérique de prévision météorologique repré-
senté par l'équation aux dérivées parbielles :
dz
ot

f est un opérateur non-linéaire contenant des produits, des déri-

4

f(z) (1)

vées partielles, éventuellement des intégrales spatiales.

Les fonctions z solutions de (1) sont définies sur un domaine d'in-

tégration fermé Q cfg . Ces fonctions sent infiniment différen-
rtiables ( du moins sur tout ouvert de ) et forment un espace
vectoriel topologique, noté H(Q), appelé espace de Hilbert. Un

certain nombre de propriétés de ces espaces sont présentées au

paragraphe II.

'Y

L'intégration du modéle numérique a lieu & partir d'un instant

t. en lequel une condition initiale z(t € H(Q) doit étre

0
spécifiée,

o) = %o
Tout le probléme de 1'analyse, en météorologie, revient & cons-
truire 20.

Le domaine 2 d'intégration est 1'image d'un domaine géographique
O dans leguel chaque point est repéré par ses coordonnées géogra-
phigques x et y et sur lequel un champ météorologique Z évolue en
fonction du temps selon la loi physigque modélisée par 1'équation
(1l).

Exemple :

. O peut étre un domaine géographique rectangulaire de 5000 x
2500 km. de coté.
. 2 le géopotentiel 500 hpa. sur ce domaine.

. (1) l'éguation de vorticité.

Considérons un dispositif de mesure ( technologique, non spécifié
maintenant ) permettant d'évaluer "l'écart" & un instant donné
t ;.to entre le champ prévu par le modéle & cet instant : z{t),

et le champ Z(t) observé sur le domaine géographique. Appelons
m cette fonction de mesure. Non négative, elle est nulle si et
seulement si les champs, prévu et observé coincident & 1l'instant
t.

Les méthodes classiques d'analyse météorologique ne font usage,
pour construire la condition initiale zy o+ Qque des observations

effectuées a 1l'instant tO . La méthode adjointe prend en compte




1'évolution dans le temps du champ observé. Le domaine temporel
durant lequel cette évaluation est réalisée doit étre spécifié.
Appelons le T = [to ,t1]. La fonction de mesure m peut alors
étre explicitée :

: +

R

m: T x H(Q)

(t,z,..) (2)

(t) Mz, . .t)

(t)

Ainsi définie, m est une fonction composée incluant l'observation

a l'instant t du champ Z et sa comparaison avec le champ z(t) inté-

gré par (1).

Introduisons finalement une fonction optimale caractérisant 1'écart

{ spatio - temporel ) entre le champ observé, tel qu'il évolue
sur le domaine O, et 1le champ calculé par 1le modéle numériqgue.

Appelons J cette fonction :

J ¢ H(Q) R (3)

J, S m dt

z
Le probléme de l'analyse météorologique s'exprime alors comme suit:
Déterminer la condition initiale z, telle que
la solution correspondante livrée par le modéle

numérique (1) minimise J.

Ce probléme entre dans le cadre de la théorie du contrb6le optimal:

. J est la fonction optimale.

. z0 est la variable de contréle.

. 32 = f(2) est le systéme dynamique dont 1le fonctionnement doit

|

ct

étre optimisé.
L'idée de la méthode consiste & calculer le gradient de J par rap-
port a Zg V; J(zo) , et & engager un processus d'optimisation
sans contraintes minimisant la valeur de J dans la direction défi-
nie par le gradient.
La valeur de z, pour lagquelle J est minimum dans la direction du
gradient est choisie comme nouvelle condition initiale. Un nouveau
gradient ( une nouvelle direction ) est alors calculée et tout
le processus est répété jusqu'a ce que la norme du gradient tombe
au dessous d'un seuil fixé,

-~ P . - A . N
Le calcul s'arréte alors et l'on a déterminé z0 satisfaisant :



min S m dt.
€H() ] (2 ¢y ®)

%0
%) est la condition initiale pour laquelle l1l'écart entre le champ
observé Z et le champ 2z intégré par le modéle numérigue est mini-
mum
. sur le domaine d'intégration Q choisi.
dans l'intervalle T imparti & l'analyse.

. pour la fonction d'observation et de comparaison m choisie.

La figure 1 ci-dessous illustre le processus :

ZJ
nouveau gradient
gradient
J v, J
(z4) //// z, (zo)
\/
I}
rd
‘ :
0
> H =
(Q)
b
nouveau zO _direction déterminée
Q . par le gradient.

figure 1.



H{(
C,

II. Espace de Hilbert. Gradient. Opératéur Adjoint.

Q) est un ensemble de fonctions définies sur Q , a8 valeur dans
et doté d'une structure d'espace vectoriel sur C.

H(Q) est doté d'un produit scalaire.:

(_iu(x)v(x)dx | V u.v € H(Q).

(u,v)

H(Q) est complet ( toute suite de Cauchy converdge ) pour la norme

i - fwa).

H(Q) est séparable ( il contient un sous ensemble dénombrable

partout dense ). On peut alors construire une base hilbertienne

dénombrable (en) telle que, V;u € H(Q) en ait ¢

oo
u = ;Z; en(u,en)f (4)

Trois 'propriétés des espaces de Hilbert seront utilisées par la

suite. H et G désignent deux espaces de Hilbert‘;

l.

Seient ¢ H muni du produit scalaire ( , ),

J : H C une application scalaire'différentiable,
v € H, §v une variation de v. '
Appelons 8J le premier ordre de la vafiation sur J induite
par &év. Il existe  un uniqUé vecteur noté VV.J € H, appelé

gradient de J en v, tel que :.

83 = (U, J, 8v). : : (3)

Soient ¢ G muni.- du produit scalaire < , > ,
L : 6G—=H un opérateur linéaire continu,
G* et H* les espaces duals de G et H ( espaces des
formes linéaires de G, respectivement H, sur € ).

. %* % *
Il existe un unique opérateur L : H-—G , noté opérateur adjoint

de L, tel que;V'u € G, v e H, on ait :
-*
(Lu,v) = <£u,L v> . (6)
L'espace de Hilbert est isomorphe & son dual. Dans la suite,

sauf mention particuliére, on ne distinguera pas l'espace et

son dual.



Remarque :
Lorsque les espaces sont de dimension finie, les opérateurs sont
des matrices. L'adjointe d'uhe matrice est sa transconjuguée si

le corps est €, sa transposée si le corps est R.

Supposons l'opérateur L introduit en 2 différentiable et détermi-
nons le gradient de J par rapport & u € G.
Evaluons pour cela le premier ordre de la perturbation §J induite

sur J par la perturbation éu de u :

or v = L(u) et L est différentiable donc : &v = L'Su.
— ]
sJ = ( VL(U)J'L du)
i 3
= L VL(U) PSU >
it o <7 J =1L J
soit ) = ‘7L(u) . (7)

Cette construction sera développée dans la suite de ce travail.

L vy jouera le rdle d'un modéle de prévision numérique,
. u celui de la condition initiale ( variable de contrdle ),

. J sera la fonction optimale.



11I. Le modéle discrétiseé.

Le modéle de prévision météorologigue, représenté par 1l'équation
aux dérivées partielles (1), est rappelé ici :

J z

o5t = f(z) z =z H(Q)

(tg)

) (1)
z € C ([to. ®),H(Q)).

Le champ prévu en tout instant t, solution de (1), est un élément
z appartenant & l'espace H() qui est de dimension infinie.
Numériquement, le champ prévu z est approché par un champ z, élé-
ment d'un sous espace de dimension finie N de H(Q) :

Vote [to’°°') :E(t) € H'(Q) < H(Q).

H'(Q) est engendré par une base hilbertienne de dimension finie
él(x,y), e ei(x,y), o eN(x,y)

ou (x,y) sont les coordonnées d'un point de Q .
Le choix de la base hilbertienne dépend de la géométrie du domaine
2 et de la nature des opérateurs différentiels intervenant dans

f ¢ égquation 1 ).

On construit alors le modéle discrétisé associé au modéle de prévi-

sion (1). Il est formé d'un ensemble fini de N équations différen-

tielles ordinaires, non linéaires en météorologie :

dc _ ., _ :
T F(c) c(to) = ¢, (8)
1l . N

c—(cl..cN)eC([to.oo),C)

&N
coeC

N N A ., .

F ¢: C C est contintiment différentiable.

Ce systéme d'équations différentielles est établi en satisfaisant
un principe variationnel garantissant l'optimalité de 1l'approxima-
tion z de z. '

Les fonctions c c,, sont les composantes spectrales du modéle

1 "7 °N
numérique (8). Leur évolution dans le temps, donnée par l'intégra-

tien de (8), permet de reconstruire, & l'aide de la base hilber-

: P : P [a4 .
tienne, l'évolution du champ prévu z sur le domaine @ :

ad

N
Cxayat) T i; “i0)%i(x,y) . (9)



Une nouvelle fonction de mesure opérant & partir des composantes

spectrales de (8) est introduite

N
M = m ] (10)
(C(t)'t) (Ei ci(t)ei(x,y)’t)'

Appliqué au modéle discrétisé, le probléme optimal formulé & la

page 3 devient alors :

Déterminer une condition initiale coes CN telle que

la solution correspondante de %%— = F(c) minimise :
J = S M dat.

La résolution de ce probléme requiert le calcul du gradient de
J par rapport a S -

La méthode suggérée & la fin du paragraphe
II, expression (7), va €tre utilisée & cet effet. '
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IV. Le modéle adjoint.

Le modéle adjoint est dérivé du modéle discrétisé (8) en faisant

appel aux propriétés des opérateurs adjoints. Il permet le calcul

du gradient VE J(c )
0 0
Considérons une perturbation 6c0 de la condition initiale yH
du modéle discrétisé (8). Soit éc(t) la perturbatioen induite
par 6c0 et propagée par (8). Au premier ordre, elle est donnée
par 6cl
ddc _ : .
at - ou
ch
1 . .
Fc(t) = | (11)
)F )F
%1 I-N [(t)

est la matrice jacobienne associée a F et évaluée en

c , t e FO, ® ).

(t)
Ce systéme d'équations différentielles, linéaire, s'écrit :

t y )
Fc 6C(t) (12)

On le nomme systéme linéaire tangent associé a (8). Sauf cas parti-

culiers, il n'est pas intégrable analytiquement. On peut cependant
toujours construire, par intégration numérigque, un opérateur liné-
aire R, appelé résolvant, formellement défini par :

[}

R: [t, @)— M (C)

t : :
‘ (13)
[ rimes

[ | = R
t'e T [to,t]]
e est l'exponentielle étendue aux matrices : L e;MN(C),

+ e .

) n
eL = I + L+ L.L 0. + L_
n!

Le résolvant donne les solutions de (12) : On a, & lYnstant taato :

dc (14)

£y R(t.to,) d¢cy
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Le résolvant satisfait les deux propriétés suivantes :

i. R(tlt) 1. ii. 'g%R(t,t') = Fé(t)R(t,t')'
S:'Fé(f)dr
preuve : i : immédiate. ii : tR(t,t') = —%Ee =
t o
- 2% pr  ag egt'FC(ﬂdf - F'_ R :
étSt, c(7) Sit) (t,.t')

Disposant de (14), évaluons la perturbation induite & 1l'instant
t € T sur la fonction de mesure M (10) par la perturbation ini-

tiale dco . Utilisant (5), on a

oM =( V, M o O0c, ) =
=(V i+ R dc, ) =
*
= (R v, M ey O0Cn )
(titg) Ve o e ) t)” 9%

en utilisant (14) et (6). Le produit scalaire ne change pas car
l'espace ne change pas. Pour tout l'intervalle T, 1la perturbation

induite sur la fonction optimale J esﬁ :

% )
0J = S ( R,,. M , 0c, ) 4t =
(cy) ) “(eeg) Vc(t) (g, t) %0
= S R:t t) Ve M(c t) at. éco )
T Srto” (t) (t)'
soit, en utilisant & nouveau (5) :
Ve 9ic ) S R:t t ) Ve, M ¢) dt- (15)
0 0 ) (t) (t)’

T

Il se pose naturellement la question de déterminer l'adjoint d'un
résolvant que l'on ne séit.pas intégrer analytiquement. Introdui-

sons le systéme linéaire tangent adjoint

ad * * *
= = - FL éc (16)
(t)
* o :
F! est la transconjuguée de la jacobienne F! évaluée en c .
(t) C(t) (t)

Remarquons que Odc * appartient au dual de l'espace de Hilbert,
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ce qui, étant donné la remargue 3 page 5 , ne nous importe pas.
Un résolvant noté S est associé a (16). Il satisfait les mémes

propriétés que R

S(g pry € MylC)
%*. .
dey = s(tO’t) 6°(t) (17)
- 1 J - ot s 18
© S(ee) T CoEeen) T Te St e

On suspecte que S soit 1l'adjoint de R. Prouvons-le. Soit c(t) livré

par l'intégration de (8). Plagons-nous & un instant t € T et éva-

luons :
_d * =
dt ( 6c(t)’ 6c(t) ) -
B d * a 5 * ‘
= Cge deqgyr By ) v (e g dopy )
* * *
= ( F! dc,,., Oc, ) + ( dc - F dc, ., )
(t) (t) (t) (t) 'C(t) (t)
* * * .
= (0c, ., F' dc; ) - ( 6c,_,, F' Jdc ) = 0.
(t)" Teryy (t) (£)" Tepyy (e
On a donc : { dc(t), 6c?t) ) = este et par conséquént, aux deux
instants to et t : ' '
‘ * : * _
tg ¢ este = (dcy, dey ) = ¢ dco',s(to.t) 0ci¢y )
* - ®
t : cste = ( 6c(t), 6c(t) ) = | R(t,to) éco, d?(t)')
' oo * .6 * o
= ( 6001 R(trto)l ‘c(t) )0
Ainsi, R?t,to) = S(to’t).‘L'exppegsipn (15):prend_uq sens,ien rem—
plagant R* par S @
J, = S S oy M Ladt. (19).
'Vco (cq) (to,t)'Vc(t) (c(gyrt) |

T

Transformons le systémeée linéaire adjoint (16) en sorte que (19)
3 ) .

. o (t,) _

cheisie. Ajoutons & cette fin & (16) un terme inhomogéne formé

en seit une solution, pour une condition initiale dc bien

du gradient de la fonction de mesure par rapport aux composantes

spectrales du modeéle discrétisé (8), " on forme de la sorte le
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systéme linéaire tangent adjoint inhomogéne :

ddec . p* s - M : (20)
It c (t) Ve () e gyet)

Vérifions qgue (19) est solution du systéme inhomogéne (20) pour

*
une condition initiale 0c a8 déterminer. Prouvons tout d‘'abord

(tl)
gue : L
R ‘
oc

6 - Sts(t'ﬂ vc”)m(c(“’”dr (21)

est solution de (20) en utilisant le lemme suivant,. donné sans

preuve
N

Soit f : R x R C différentiable. On a :
t : t
0 s - : p) ,
3t gf(m)” = et S‘a_tf(t,r)‘”‘
1 t
4 ( * _
Evaluons 3t dc(t) =
t
3 g
= - — q b ar |
1
t
3
- - (s V. + g_[s V. ™ ]dr]
1
en appliquant le lemme,
X
{Iv M SIF'* s M dar |
= - 1 + ] L2
Ve eyt ) ey B Ve gy e gy m) T
en utilisant (18)
. Stl . |
= - M - F! S M av |
Vc(t) (Crgyrt) C‘t)'t (t,r)Vc”) (Cigyr®) |
_ F'* dc* _ . M
it) (t) VC(t) (C(t)rt)
On obtient la condition initiale 6crt )= 0 en'posaﬂt t = t1 dans
1
(21). De plus, en posant t = to dans la méme équation et en se ré-

férant a (19), on a démontré le théoréme suivant :
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J der )
: = c ou
V%O (co) 0
dc: g s V. ™M ar (19)
c = .
0 : (to,a:) C(r) (c(.“.r)
" est solution en t0 de
dd * * *
c
= - F. dc - Y M (20)
d i t
t S(t) €ty (Creyrt)
muni de la condition initiale
*
0c = 0.
(tl)
Dans le langage courant, (8), le modéle discrétisé, est le modéle

direct, (20) le modéle adjoint. Remarquons que le modéle adjoint

est l'adjoint du modéle linéaire tangent associé au modéle direct

et qu'il n'est pas l'adjoint du modéle direct lui-méme.

Le calcul du gradient Vc J , réalisé en deux étapes, est illus-

o (€

n)
tré &4 la figure 2 0

1. Le modéle direct est intégré de tO a t1 " & partir de la condi-

tion initiale 4
les composantes spectrales sont mémorisées en chaque pas tempo-
rel de l'intégration.

on profite de l'intégration pour évaluer la fonction optimale

J(c ) , utilisée plus tard dans le processus d'optimisation.
0
2. Le modéle adjoint est intégré dans le sens rétrograde, de tl
& tO' 4 partir de la condition initiale écftl) = 0 :

les valeurs des composantes spectrales mémorisées lors du cal-
cul direct sont utilisées pour déterminer le terme inhomogéne
et les éléments de la matrice transconjuguée'du,modéle adjoint.
les observations effectuées tout au long de 1l'intervalle T
sont prises en compte en chaque instant par la fonction de

mesure M intervenant dans le terme inhomogéne de (20).
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modéle direct (8)

composantes

spectrales

modéle adjoint (20)

figure 2.

observations:

Le modéle direct de prévision ne subit aucun forgage vers les obser-
vations. Il est intégré librement sur l'intervalle imparti a l'ana-
lyse. Les observations météorologiques sont exclusivement prises

en compte par le modéle adjoint & travers le terme inhomogéne.

S

Cette qualité fondamentale donne sa puissance et son . élégance a
la méthode du modéle adjoint. Elle nous permettra d'utiliser des
méthodes d'optimisation sans contraintes lorsqu'il s'agira de choi-
sir une condition initiale ( variable de contrdle ) minimisant la

fonction optimale.
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V. _Application : 1'équation de vorticité barotrope.

Cette équation, dérivée de l'équation d'Euler, décrit le transport
par le  fluide “atmosphérique de sa vpropré vorticité a la surface

de la planéte en rotation. Elle s'écrit :.

2
. 4 2 _
-%g%—— = J( V2¢ +.f' P ) o

=g

J est l'opérateur jacobien
¢ est la fonction de courant du fluide
£ = 2,Qt 'sin{A) est le paramétre de Coriolis, .Qt la

vitesse angulaire de la terre, A la latitude;

V2@ est la vorticité absolue du fluide, f représente la vorticité
induite par la rotation de la terre et V2¢ + £ est la vorticité
totale du fluide. ‘

Rapporfée au " plan § " tangent & la sphére en ﬁn point situé a
la. latitude A ., l‘équation,de vorticité s'écfit, dahs le systéme
local de coordonnées (x,y), et envtenant“compte des constantes phy-
siques | M

2 2. 2 '
Ve . g (QoWP _ Q8NP 0F ‘
e ¢ v loxyy Stk 1 vhex -0 (22
g est l'accélération de la pesanteuf}
B = {%; - g1 2 9, cos(A); R est le rayon terrestre.

La figure 3 exhibe cette construction. L'équation (22), aux dérivées

partielles et non linéaire, correspond & l'équation (1) des pages

2 et 7 . Le domaine @ d'intégratioh est simplement le rec-

tangle de coordonnées [O..LX,O..Ly] hachuré sur la figure 3.

La suite du présent paragraphe est consacrée a la construction suc-

cessive, & partir de (22), des trois systémes d'équations différen-

tielles suivants : A

l. le modéle discrétisé, correspondant a l'équation (8).

2. le modéle linéaire tangent, correspondant a l'équation (12).

3. le modéle linéaire tangent adjoint, correspondant & l'équation
(16).

l. La discrétisation passe par le choix d'une base hilbertienne
dépendant des opérateurs différentiels figurant dans (22) et de

la géométrie de Q. Dans notre cas, les éléments de cette base
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<

nord

4 latitude l

ouest

le plan 5 .
sud figure 3.

sont les fonctions propres du laplacien V2 calculé sur le rectangle
hachuré, soit des fonctions de la forme : »
e1(mkx+nly) %g .1 = 2n' ‘m, n-€ 2
X . Y .
X€ [O,Lx]; YE [O,Ly] i = /-1

ou : k =

Utilisant le repére naturel tangent [E:E:E]Z (.figure'3'1;:f0rmons
les schémas d'indices et de coordonnées
= mki + nlf + 0k .

R = xi + yg + 0k (24)
Exprimée dans la base (23) a l‘aide.des gchémas (24), la'andtioh

de courant s'écrit

iI.R o
Pix,y, t) - ;cl(t)e- - - (42_‘.5)

L'éguation barotrope devient, en appliquant les cdnventiphs usuelles

du calcul vectoriel :
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Z(I-'I)Z% iI.R BZ iI.R

I
—‘-’—Z Z(E.HAI)(I.I) c.c, et(IFHI.R (26)
f I H
I H
H est un schéma 4'indices du méme type gque I et qx = mk.

Une base hilbertienne de dimension finie est obtenue en tronquant
les schémas d'indices : m, n € M2 = [-m ... +M] pour M e N fixe.

La fonction de courant engendrée par la base finie n'est pas égale

4 la fonction de courant donnée par (25). Elles différent d'une
quantité SJL donnée par la version tronquée de l'égquation (26)
dc .
E 2(1:1) a?l et R, ig E cr I, etI-R
el Te M2
E E L (K-HAT) (I.1) cpey et IR g (27)
Tel 2 He.A(, -

La discrétisation est optimale lorsque la différence QM) est ortho-

gonale au sous-espace engendré par la base finie, soit, lorsque pour

tout élément e'P 'R ge cette base, on satisfait
(8&,elP'R) - Sge'lp'Re‘M’ ax dy = 0. (28)

L'expression de cette condition conduit a 1l'éguation barotrope dis—
crétisée donnée par un systeme autonome d'équations différentielles

ordinaires non llnealres :

dc i 31 z:: .

deg Ix g (I-H)(I-H) _

at T o(T.n) ‘1 v He.)&,( (HAL) —=—7% °y °1-p = 0
res o (29)

Ce systéme est l'exact  correspondant de 1l'équation- (8) introduite
au paragraphe III. '

I,sont. complexes‘conjugués 2 cyp o= E—I'
Gréce a cette propriété, 1la fpnction'de courant ¥ , reconstruite

Les coefficients spectraux c

sur la base hilbertienne finie, est réelle.
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2. Abordons le calcul du modéle tangent. Introduisons les termes

ig1 .
Al :___éigf et B, =__%.k.(HAI)(I-H%:§I-H). Le modéle tangent
est défini par :
LU U
I —
at S5 cK( Apep * - Bry ®y S1-y ) 9% (30)
I1 vient
d dc i8I
1 = - ——-——B [x 6C +
dt I.I1 I
g - 2I.H-I.1
+ ?-zgj k.{(HAI) T C_y 6cH (31)

C'est l'équation linéaire tangente (12) annoncée & la page 9

3. L'équation linéaire tangente adjointe, obtenue & partir de (31)

en calculant la transconjuguée de la matrice jacobienne définie par
le second membre de (31), est :

d ch . iBEE— 5o _
dt TILI I
- (32)
g § - 2H.I-H.H *
F L k.(INH) T . écH
Ce systéme, correspondant a 1l'équation (16) de la page 10 , est

le modéle adjoint.

Choisissons le nombre de composantes épectrales introduites dans
les sytémes direct (29) et adjoint (32) en fixant le nombre M défini
a la page 17 . Le but du présent travail étant simplement d'acqué-
rir une certaine familiarité avec 1l'objet de 1'étude, posons M =

1. Le modéle barotrope spectral de bas ordre ainsi formé est le plus

simple qui puisse étre écrit sans étre trivial.

Les composantes spectrales peuvent &tre énumérées en fonction des

indices m et n :
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m n composante nouvelle
spectrale notation
-1 -1 C_1.1 <y
-1 0 .1 0 c,
- *l €.1+41 €3
0 -1 € 5.1 Cy
0 +1 € o41 Cg
+1 -1 C,1-1 e
+1 | 0 C,1 0 c
+1 *1 Cilel Cg
Ainsi gu'annoncé & la page 17 , les composantés spectrales sont
complexes conjuguées : c, = 68, c, = 67, cy = Cer cy = Tg .

I1 est possible dans ces conditions d'écrire explicitement les mo-

déles direct et adjoint, Seuls le domaine {) d'intégration et quel-

ques constantes physiques doivent étre fixés : Choisissons Ly = 5000
km, Ly = 2500 km. Introduisons une constante L = 271/.Lx , les
nombres d'onde k et 1 sont normalisés &4 k = 1 et 1 = 2. Le modéle

direct, équation (29) devient

;;;1- =+ 1.-55- o1 c, - 1,2 -%-Lz C,Cy

;;E = +1ip Lt c, - 2,0-%—L2 (c)cs - c3¢4)

::3 = 4+ 1-§LL—1 <, + 1,2 %}Lz c,Cy

g;i - - 2,0 £ 1% (cye - ccn)

2:5 - - 2,0 F1% (o5 - opeq)

g;é = - 1—§-L'l ce *+ 1,2 %?LZ c,C

g%l- = -1i8§ L-1 c, - 2,0—%—L2 (c,Cq - c566)

:it-& = - 1—5 L ey - 1,2 -%—Lzlcsc.] - (33)
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Le systéme tangent adjoint homogéne correspondant aux équations (16)

et (32) est : (34)
*
ddc .
1l B -1 * g ,2 * *
q - + 1—§—L 601 + 2,0 T'L (c4 écz c2 6c4)
*
ddc '
2 . U g 2 £
T = +1if L7 dc, + 2,0 £L° (cq bc, - c, Oc.)
g 2 *- *
+ 1,2 TPL (c5 <, Cy c3)
%*
ddc
3 B -1 * g .2 * *
55— = +istL 6c3 + 2,0 F L7 (c, 6c5 cg écz)
*
ddc
4 g 2 *o *
3t = 2,0 ?-L (c, 6c7 Ce 602)
g 2 * *
+ 1,25 L7 (cy dcl - <, 6c6)
*
ddc
( 5 g 2 * ¥
T = 2,0 £ L% (cg 5c2 <, 6c7)
g 2 *— ‘*
+ 1,23 L7 (c, 6c8 c, 6c3)
*
ddc
6 __é -1 * g .2 o *
g5 = -~ i=%Ek 6c6 + 2,0 £ L7 (e 6c4 c, 6c7)
o *
ddc
7 _ -1 ¢ * g .2 * *
gr— = - i1BL 7 bcy + 2,0FL% (o bc, - cgbcy)
g 2 * '*
+ 1,2 % L7 (¢, 6c8 - cg éc6)
.
dédc
8 B -1 x g .2 * *
4T = -~ i b 608 + 2,0 £ L7 (cg 607 - <, 6c5)

Une bonne part du chemin conduisant & 1l'équation (20) du systéme ~
linéaire tangent adjoint inhomogéne est parcourue. Il ne reste qu'a
introduire l'action des données d'observation sur le systéme adjoint

en lui ajoutant un terme inhomogéne de "forgage".
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VI. La prise en compte des observations.

Le terme inhomogéne,; indépendant du modéle adjoint, dépend du dispo-
sitif d'observation mis en oeuvre. Le modéle barotrope ayant pour
variable un champ géopotentiel, supposons disposer d'un réseau de
stations d'observation du géopotentiel formé de N = 100 stations

aléatoirement distribuées sur le domaine { { figure 4 ).

+ + + + + + + + + + + + + * + + + + + +
o ° o o ° o
, ° o o
v o2 © ° ° o A
o 4 o °o
2.2 =] o [+ +
8 o o
° o
+ o o o e o +
o 00
+ © o o N
o o ° 4 o
o
+ o [+] o ) [« JFS
1.2 e [+4 o o © ° +
o I3 [+ o °
o
+ [o) +
‘ Q o o
° Q. o [+4 ° o o
+ [+ o o 2] +
o o ©
o ©
+ ° o e -4 <] ° [+ Ob
° o ° ° o ® ° o
e.a + + + + + + + 5+ + + + + + + + + + + + +
a.@ 1.0_ 2.@ 3.8 4.0 sS.9
.Q Stations d ‘cbservation. N = 188.
figure 4.
Soient (xj,yj), j = 1...N, les coordonnées de chaque station.
Appelons :
. O, le champ observé a la station numéro j a 1l'instant t.

i)
: ¢(x Y..t) le champ prévu par le modéle direct & l'endroit de co-
S

ordonnées (xj,y.) a l'instant t. On a :

J
iI.R
¢ = Zc et Ry (35)
X.,¥..t I(t : ’
(x50750t) T I(t)
R] = ij + yi? + 0k j = 1l...N
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Une fonction de mesure, équation (10% peut alors &tre introduite.

la premiére venant a l'esprit, la plus simple, est :

M

N
v = S (9 -o.,. )% (36)
(c gyt o Ty j(t)

J

Choisie dans le cadre du présent travail, elle mesure la distance
euclidienne séparant les champs observé et prévu, tels'qu'ils sont
pergus par le réseau d'observation. '

Abordons le calcul du gradient, en évaluant tout(d'abofd sa K éme

composante :

VE M _
[ (t) (c(t):t)]K
) N iI.R., 2
— E ( E c e j ~ 0. )
dey i T e jlt)
N iK.R
2 E (P - 0., ,.) e g
j=1 (leyj't) J(t) '.

Le terme inhomogéne de l'équation (20) s'exprime :

(£) (e yyot) .
2 ﬁ% (@ - 0, ) ‘e¥I'Rj : . (37)

Le modéle linéaire tangent adjoint inhomogéne est totalement spéci-
fié. Ecrivons-le une fois en entier : ' '

sous forme générale :
*

*
ddc _ F'* 60 _

v = e, (20)

. M |
vc(t) (c t L £)

t) (t)

tel qu'il est réalisé pour l'équation barotrope (29), la fonction

de mesure (36) et le réseau d'observation introduit :

( page suivante )
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Ztéc - (38)
- ip IxI 6cI

ZI_- .(1AH) 2HHIHH -H S _n(t) dey,
o, 25; ;(  . K(t) eiK.Rj _ Oj(t) ) eiI..Rj .

Ce systéme d'équations différentielles inhomogénes est, rappelons-
intégré dans le sens rétrograde, de‘t1 & tg

[to,tl] imparti & l'analyse. Sa solution en t

le, ., sur l'intervalle

’ 5 | r: g l

t.

Yo+ [ a (39)
-0 ty (e) "
par rapport & la condition initiale c¢

(t du modéle direct :

0)

bct = J (40)
(ty) vc(t c(to).)-
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VII. Optimisation.

Rappelons le probléme optimal formulé & la page 8 en tenant compte
des éléments introduits aux paragraphes V et VI :
\){72

Déterminer la condition initiale €C telle que

“(ty)
la solution correspondante de (29) minimise (39).

I1 faut donc déterminer :

min JGZJ(c(t )) tel que
0

J € C et

J

C (c ) est cennu.
(tO) (to)

Ainsi formulé, le probléme est sans contraintes. Celles-ci sont im-
plicitement prises en compte lors du calcul du gradient de la fonc-

tion optimale.

Diverses méthodes peuvent étre envisagées. Elles sont toutes itéra-
2

~

tives et consistent & transformer le prébléme dans CJQ’ en une suite
de problémes d'optimisation & une dimension. Citons, .sans étre ex-
haustif, les méthodes de plus grande pente, de Newton, des direc-

tions conjuguées, des gradients conjugués.

La méthode choisie dans le cadre du présent travail, la plus simple,

est celle de la plus grande pente. Itérative, elle consiste & cons-

. . c s e 0 i .
truire une suite de conditions initiales c(tO) ceoe c(tO) ... Minimi-

sant la fonction optimale dans les directions définies par les gra-

dients successifs.
Simplifions tout d'abord les notations en posant ok = c?

0 et

t,)
introduisons une constante € > 0. 0

Le pas initial de l'optimisation revient & fixer cg arbitrairement.

Le pas d'itération numéro i est alors le suivant :

. cé-l étant donnée, on calcule :

. J(ci-l) en intégrant le modéle direct,
0
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. vci—l J(ci—l) en intégrant le modéle adjoint.
0

L'itération est arrétée lorsque :

' i-1 4 i-1 == €&
"Vgo h 4 == |
La condition initiale livrée par la méthode adjointe

d'analyse est alors
i-1

¢ 0

= C
(ty)

Si“vcé'l J(coi-l)”:> €., on coenstruit la fonction

R R
° Is) T EEI’IJ(ci'1 - s Vli-1J, i-1,) (41)
S S 0 - Ve (c. 7))
0 0
et l'on détermine s tel que g(si) = 0. On pose alors :
i i-1 i . . ‘
cO = co - 8 VE;'I J(c; l) (42)
Fin de l'itération.
Fin de l1'algorithme.
On a simplement choisi cg = 0 dans le présent travail. Dans un
cadre opérationnel, c% devrait é&tre le "first guess" livré par

une exécution antérieure du modéle de prévision,

Le calcul du zéro de g est laborieux. Effectué ici a l'aide d'un
algorithme de Newton, il requiert que la dérivée seconde de J
par rapport & s ne soit pas nulle. Cette propriété, satisfaite
pour un modéle barotrope lorsque la fonction de mesure (36) est
convexe, garantit l'unicité du minimum de la fonction optimale
(39). Elle garantit donc également 1l'unicité de la condition

initiale satisfaisant le probléme optimal.
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VIII. Simulation.

L'ensemble du dispositif présenté aux paragraphes V, VI et VII a
été programmé sur un ordinateur HP-9816 & fin d'expérimentation.
Le modéle barotrope utilisé est représenté par le systéme d'équa-
tions différentielles (33) intégré sur le domaine Q du plan;} exhibeé
4 la figure 3. La latitude est de 45° N, les dimensioens Lx = 5000
km. et Ly = 2500 km. Le modéle adjoint est le systéme (34) augmenté
du terme inhomogéne (37). 11 opére & partir du réseau d'observation
présenté & la figure 4. L'optimisation est réalisée par la méthode

de la plus grande pente, équations (41) et (42).

Les "observations", élaborées en faisant tourner de maniére indépen-
dante le modéle direct de zéro & +20 h. & partir d'une condition
initiale arbitraire, sont les valeurs du géopotentiel ainsi calcu-
lées en chagque station, & raison d'une valeur par heure de +12 h,
a +20 h.

Le diagramme de la figure 5 illustre la décroissance de la fonction
optimale (39) obtenue en effectuant une analyse adjointe durant
l'intervalle +12 h. +20 h. & partir des "observations" ¢réées au

cours de la simulation ci-dessus.

* J(Cé)’
4 _
2107 4 figure 5.
10% |
T
10° | 1 o
-[ =S E==———
1 2 3 4 5 6 7 itération

numéro i,
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La figure 6 exhibe le champ élaboré a +12 h. par la simulation, ex-
primé en métres géopotentiels relatifs & 1l'altitude moyenne 5500
m. Ce champ est la condition initiale vers laquelle doit tendre le
processus d'analyse adjointe. Les quatre cartes de la figure 7 sont
les conditions initiales successivement élaborées aux pas d'itéra-
tion 1, 3, 5 et 7. Les valeurs de la fonction optimale, notées dans
chague cartouche, correspondent aux barres verticales de la figure

5. La convergence vers la figure 6 est évidente.

figure 6.



28

intitial

nal

16@16.26

intitial

no3

+% o+
® 2.28
8’631 .08

figure 7.a.
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La convergence de la relaxation dépend fortement du nombre de sta-
tions d'observation disponibles. Toutes choses étant égales par ail-
leurs, trois autres simulations ont été réalisées avec N = 75, 50
et 25 stations. Une fonction optimale normalisée ¥ = N-l-J, mesu-
rant l'écart moyen par station séparant le champ observé du champ
élaboré par la méthode adjointe, a été introduite. La figure 8 il-
lustre les résultats obtenus. Les huit premiéres itérations de 1la
fonction optimale normalisée y sont représentées pour 100, 75, 50

et 25 stations.

75 N = 100

T TN
rations. ‘ ' \ 3 s

8 figure 8.
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IX. Perspectives - Conclusion.

La méthode adjointe n'a pas encore qguitté le domaine expérimental.
De nombreuses questions demeurent sans réponse, tant au plan théo-
rique gue pratique, et laissent ouvertes toute une série de perspec-

tives.

L'évolution des techniques d'observation météorologique est telle
gue le volume des données asyﬁoptiques disponibles croit constamment
avec, notamment, l'intégration d'informations provenant des satel-
lites, des radars, des réseaux automatiques. La méthode adjointe,
spatio-temporelle, est parfaitement adaptée a l'assimilation massive
de telles données. Le terme inhomogéne de forgage peut étre dévelop-
pé en sorte d'établir une pondération entre les diverses sources
d'information disponibles, tenant compte par exemple du caractére

lacunaire ou intermittent de certaines d'entre elles.

Les modéles adaptatifs sont également concernés. La fonction opti-
male est alors congue en sorte de mesurer l'écart séparant la prévi-
sion du modéle englobant de celle du modéle englobé. Le terme in-
homogéne est établi en conséquence. Un dispositif mixte, incluant
simultanément le mode adaptatif et un processus classique d'acquisi-

tion de données d'observation est tout a8 fait plausible.

Dans tout le présent travail, le gradient de la fonction optimale
4 été calculé par rapport & la condition initiale livrée au modéle
direct. Il est parfaitement loisible de déterminer le gradient d'une
fonction optimale, habilement choisie, pér rapport & n'importe quel
paramétre interne du modéle direct. Ainsi utilisée, la technique ad-
jointe est une méthode de diagnostic pouvant étre mise en oeuvre
pour discerner les propriétés spécifiques du modéle direct, tant

en phase de développement gu‘'au cours de la routine opérationnelle.

Le processus d'optimisation choisi dans le présent travail, des plus
simples, est également l'un des moins efficaces. Des vitesses de
convergence bien supérieures peuvent étre atteintes & 1l'aide de 1l'un
des autres algorithmes suggérés au paragraphe VII. Ceux-ci reguié-
rent cependant des calculs numériques dont le volume peut &tre tota-
-lement inabordable.

Plus grave encore, le modéle barotrope est conservatif, soit réver-

sible. Cette propriété est nécessaire & l'unicité du minimum de la
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fonction optimale. Un modéle plus élaboré, dans lequel intervien-
draient des processus irréversibles, serait tel que 1la fonction
optimale pourrait posséder plusieurs minimas locaux. Dans de telles
circonstances, un processus d'optimisation sans contraintes ne
serait plus & méme de déterminer un minimum absolu de la fonction

optimale, ni non plus une condition initiale optimale.

Foin de pessimisme. Les ordinateurs a venir, dotés d'architectures
massivement paralléles, seront mieux & méme d'aborder des problémes
numériques portant sur de vastes ensembles de données. Des méthodes
d'optimisation susceptibles de prendre en compte 1lfexistence de
multiples minimas locaux sont en voie de développement. Enfin,

une formulation plus efficace du probléme adjoint n'est pas exclue.

La méthode adjointe est basée sur des fondements mathématiques irré-
prochables. Difficile, elle reguiert de la part des éguipes engagées
en recherche et développement des compétences élevées et un impor-

tant volume de travail.

L'évolution des techniques tant informatiques que numérigues laisse
augurer de la mise en oeuvre d'applications opérationnelles au cours

de la prochaine décennie.

Cette perspective est dans une certaine mesure imposée par l'explo-
sion du volume des données d'observation, explosion que les techni-
ques classiques d'analyse météorologique ne sont pas 4 méme d'absor-
ber. ’
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